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＝x1 ⋅l1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ＝＝x2 +x1 ⋅l2 sin ⎛⎝φ2⎞⎠ +⋅l1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅l2 sin ⎛⎝φ2⎞⎠
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Zusammengefasste Koordinaten (generalisierte Koordinaten , , :φ1 φ2 φ3

＝x1 ⋅l1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ＝x2 +⋅l1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅l2 sin ⎛⎝φ2⎞⎠ ＝x3 ++⋅l1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅l2 sin ⎛⎝φ2⎞⎠ ⋅l3 sin ⎛⎝φ3⎞⎠

＝y1 ⋅-l1 cos ⎛⎝φ1⎞⎠ ＝y2 -⋅-l1 cos ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅l2 cos ⎛⎝φ2⎞⎠ ＝y3 --⋅-l1 cos ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅l2 cos ⎛⎝φ2⎞⎠ ⋅l3 cos ⎛⎝φ3⎞⎠

Die Geschwindigkeiten:

＝′x1 ⋅⋅l1 ′φ1 cos ⎛⎝φ1⎞⎠ ＝′x2 +⋅⋅l1 ′φ1 cos ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅⋅l2 ′φ2 cos ⎛⎝φ2⎞⎠ ＝′x3 ++⋅⋅l1 ′φ1 cos ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅⋅l2 ′φ2 cos ⎛⎝φ2⎞⎠ ⋅⋅l3 ′φ3 cos ⎛⎝φ3⎞⎠

＝′y1 ⋅⋅l1 ′φ1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ＝′y2 +⋅⋅l1 ′φ1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅⋅l2 ′φ2 sin ⎛⎝φ2⎞⎠ ＝′y3 ++⋅⋅l1 ′φ1 sin ⎛⎝φ1⎞⎠ ⋅⋅l2 ′φ2 sin ⎛⎝φ2⎞⎠ ⋅⋅l3 ′φ3 sin ⎛⎝φ3⎞⎠

Eingesetzt in die Lagrangeschen Gleichungen (und vereinfacht) ergibt:
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Somit ergibt sich als Lagrangesche Gleichung für das 3-fach Pendel:
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Die Ableitungen: -Koordinateφ1
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Erste Differentialgleichung für die Koordinate:φ1
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Die Ableitungen: -Koordinateφ2
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⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ1 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

++

 ↲-⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ2 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

＝――
dL

dφ2

-+

 ↲--⋅⋅⋅l1 l2 m2 ――
d

dt
⋅φ1 ((t)) ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m3 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m2 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m3 ――
d

dt
⋅φ1 ((t)) ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 l3 m3 ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) ――

d

dt
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

＝-―
d

dt
――
dL

′dφ2

――
dL

dφ2

0

Zweite Differentialgleichung für die Koordinate:φ2

＝

-

 ↲-

 ↲-

 ↲-+⋅⋅l2
2 m2 ――

d

d

2

t2
φ2 ((t)) ⋅⋅l2

2 m3 ――
d

d

2

t2
φ2 ((t)) ⋅⋅⋅l1 l2 m2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
+

 ↲+

 ↲-

 ↲⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ1 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

++

 ↲-⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ1 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

++

 ↲-⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ2 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

-+

 ↲--⋅⋅⋅l1 l2 m2 ――
d

dt
⋅φ1 ((t)) ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m3 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m2 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m3 ――
d

dt
⋅φ1 ((t)) ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 l3 m3 ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) ――

d

dt
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

0
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Die Ableitungen: -Koordinateφ3

＝――
dL

′dφ3

++⋅⋅′φ3 ((t)) l3
2 m3 ⋅⋅⋅l1 l3 m3 ――

d

dt
⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 l3 m3 ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

＝―
d

dt
――
dL

′dφ3

-

 ↲-⋅⋅l3
2 m3 ――

d

d

2

t2
φ3 ((t)) ⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝
+

 ↲+

 ↲-⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ1 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

++

 ↲-⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ2 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

＝――
dL

dφ3

+-⋅⋅⋅l1 l3 m3 ――
d

dt
⋅φ1 ((t)) ――

d

dt
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l3 m3 g sin ⎛⎝φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 l3 m3 ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) ――

d

dt
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

＝-―
d

dt
――
dL

′dφ3

――
dL

dφ3

0

Dritte Differentialgleichung für die Koordinate:φ3

＝

-

 ↲-

 ↲-⋅⋅l3
2 m3 ――

d

d

2

t2
φ3 ((t)) ⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝
+

 ↲+

 ↲-⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ1 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ1 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

++

 ↲-⋅2 ――
d

dt
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d

2

t2
φ2 ((t)) ――

d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

dt
φ2 ((t)) ――

d

dt
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜⎝

+-⋅⋅⋅l1 l3 m3 ――
d

dt
⋅φ1 ((t)) ――

d

dt
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l3 m3 g sin ⎛⎝φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 l3 m3 ――

d

dt
⋅φ2 ((t)) ――

d

dt
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎟⎠

0
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