
Gegeben sei ein 3-fach Pendel, für das die Bewegungsgleichungen 
ermittelt und die Trajektorie dargestellt werden soll.

m1

((gm))

20

m2

((gm))

2

m3

((gm))

10

l1

((mm))

90

l2

((mm))

68

l3

((mm))

96

φ01

((°))

-90

φ02

((°))

0

φ03

((°))

0

te

((s))

5

Sc
hä

tz
w
er
te

N
eb

en
be

di
ng

un
ge

n
G
le
ic
hu

ng
sl
ös
er

＝φ1 ((0 s)) φ01 ＝′φ1 ((0 s)) 0 ―
°

s
＝φ2 ((0 s)) φ02 ＝′φ2 ((0 s)) 0 ―

°

s
＝φ3 ((0 s)) φ03 ＝′φ3 ((0 s)) 0 ―

°

s

＝

+

 ↲+

 ↲+

 ↲+

 ↲⋅⎛
⎜
⎝-

 ↲---++⋅l1
2 m1 ⋅l1

2 m2 ⋅l1
2 m3 ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m2 φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m3 φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l3 m3 φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l3 m3 φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎠

――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⋅⋅⋅l1 l2 m2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ2 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ2 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

0

＝

-

 ↲-

 ↲-

 ↲+

 ↲⋅⎛⎝ -+++⋅l2
2 m2 ⋅l2

2 m3 ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m2 φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m3 φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l2 l3 m3 φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠⎞⎠ ――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
+

 ↲+-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅3 φ1 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
+

 ↲+-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅3 φ1 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝
-

 ↲+--⋅⋅⋅l1 l2 m2 ――
d

d t
⋅φ1 ((t)) ――

d

d t
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m3 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m2 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l1 l2 m3 ――

d

d t
⋅φ1 ((t)) ――

d

d t
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3 ――
d

d t
⋅φ2 ((t)) ――

d

d t
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

0

＝

-

 ↲-

 ↲-

 ↲-+

 ↲⋅⎛
⎜
⎜
⎜⎝-

 ↲-++⋅l3
2 m3 ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l3 m3 φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l2 l3 m3 φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅l1 l3 m3 φ1 ((t)) ⎛

⎜
⎝-

 ↲sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎠

⋅⋅⋅⋅l2 l3 m3 φ2 ((t)) ⎛⎝ -sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠⎞⎠

⎞
⎟
⎟
⎟⎠

――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⋅⋅⋅l3 m3 g sin ⎛⎝φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

++

 ↲-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅3 φ2 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅3 φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
+

 ↲+-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅3 φ1 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

+

 ↲⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎛
⎜
⎜⎝

+⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ1 ((t))
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

+

 ↲⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎛
⎜
⎜⎝

+⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ2 ((t))
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

0

≔
φ1

φ2

φ3

⎡
⎢
⎢
⎢⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

Odesolve

⎛
⎜
⎜
⎜⎝

,
φ1 ((t))
φ2 ((t))
φ3 ((t))

⎡
⎢
⎢
⎢⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

te

⎞
⎟
⎟
⎟⎠

=φ1 ((2.1 s)) ?

© Dipl.-Ing. Volker Lehner 3_Fach_Pendel_Lagrangesche.mcdx 04.25.2017 Seite 1 von 2



Sc
hä

tz
w
er
te

N
eb

en
be

di
ng

un
ge

n
G
le
ic
hu

ng
sl
ös
er

＝φ1 ((0 s)) φ01 ＝′φ1 ((0 s)) 0 ―
°

s
＝φ2 ((0 s)) φ02 ＝′φ2 ((0 s)) 0 ―

°

s
＝φ3 ((0 s)) φ03 ＝′φ3 ((0 s)) 0 ―

°

s

＝

+

 ↲+

 ↲+

 ↲+

 ↲⋅⎛
⎜
⎝-

 ↲---++⋅l1
2 m1 ⋅l1

2 m2 ⋅l1
2 m3 ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m2 φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m3 φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l3 m3 φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l3 m3 φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎠

――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⋅⋅⋅l1 l2 m2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ2 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ2 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

0

＝

-

 ↲-

 ↲-

 ↲+

 ↲⋅⎛⎝ -+++⋅l2
2 m2 ⋅l2

2 m3 ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m2 φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l2 m3 φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l2 l3 m3 φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠⎞⎠ ――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+-⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅⋅3 φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
+

 ↲+-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅3 φ1 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l2 m2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
+

 ↲+-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅3 φ1 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝
-

 ↲+--⋅⋅⋅l1 l2 m2 ――
d

d t
⋅φ1 ((t)) ――

d

d t
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m3 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 m2 g sin ⎛⎝φ2 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l1 l2 m3 ――

d

d t
⋅φ1 ((t)) ――

d

d t
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ2 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3 ――
d

d t
⋅φ2 ((t)) ――

d

d t
⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

0

＝

-

 ↲-

 ↲-

 ↲-+

 ↲⋅⎛
⎜
⎜
⎜⎝-

 ↲-++⋅l3
2 m3 ⋅⋅⋅⋅⋅3 l1 l3 m3 φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅⋅3 l2 l3 m3 φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅⋅l1 l3 m3 φ1 ((t)) ⎛

⎜
⎝-

 ↲sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎞
⎟
⎠

⋅⋅⋅⋅l2 l3 m3 φ2 ((t)) ⎛⎝ -sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠⎞⎠

⎞
⎟
⎟
⎟⎠

――
d

d

2

t2
φ3 ((t))

⋅⋅⋅l3 m3 g sin ⎛⎝φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

++

 ↲-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅3 φ2 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅⋅3 φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
+

 ↲+-⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――
d

d

2

t2
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅3 φ1 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅⋅3 φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l1 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

+

 ↲⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ1 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎛
⎜
⎜⎝

+⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ1 ((t))
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ1 ((t)) cos ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ1 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ1 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⋅⋅⋅l2 l3 m3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

+

 ↲⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ2 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎛
⎜
⎜⎝

+⋅
⎛
⎜
⎜⎝
――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠ ⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ2 ((t))
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝
-

 ↲+⋅2 ――
d

d t
⋅⋅φ3 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

⋅φ3 ((t)) ――
d

d

2

t2
⋅φ2 ((t)) cos ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠

⋅⋅φ3 ((t)) sin ⎛⎝ -φ2 ((t)) φ3 ((t))⎞⎠
⎛
⎜
⎜⎝

-――
d

d t
φ2 ((t)) ――

d

d t
φ3 ((t))

⎞
⎟
⎟⎠

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠

0

≔
φ1

φ2

φ3

⎡
⎢
⎢
⎢⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

Odesolve

⎛
⎜
⎜
⎜⎝

,
φ1 ((t))
φ2 ((t))
φ3 ((t))

⎡
⎢
⎢
⎢⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

te

⎞
⎟
⎟
⎟⎠

=φ1 ((2.1 s)) ?

© Dipl.-Ing. Volker Lehner 3_Fach_Pendel_Lagrangesche.mcdx 04.25.2017 Seite 2 von 2


