Déformée des structures isostatiques - Méthode de la charge unité C.L. 06-17-2020

A I'aide de la méthode de la charge unité, déterminez ; - Le déplacement horizontal, vertical et la rotation du point C
- Le déplacement horizontal, vertical et la rotation du point B
- Le déplacement horizontal et la rotation du point E

Discutez des résultats. Est-ce qu'utiliser une autre méthode telle que la double intégration, ou le moment des aires aurait été intéressant
dans ces circonstances ?

kN Propriétés
L A ﬁwv w=IT = Pu=2kN
“Te Q- T m E:=200000 MPa
0 Py ‘ L:=15m Py:=4 kN b:=200 mm
2
¢ —— A h:=400 mm
71
. " h;:==2m P,:=2.6 kN boh? ) )
N I:= =(1.07-10°) mm
K L N hy:=2m P,:=5.2 kN
A:=b-h=0.08 m’
1. Déterminer les réactions des charges réelles AE:=A-E=(1.6-10") kN
El:=E-I=(2.13-10") kN -m?
(w (
D LA P
e o N 1.1 Somme des forces en X
h S F,=0
P e SF,=—P,—P,—P,—P,+A,=0
ho —
A 'f_ ZFy_O Am::P1+P2+P3+P4
Ax_n%% n%
Thy i Tey 2. M, =0 A,=13.8 kN
k N
K 2

1.2 Somme des moments au point A. @
1.3 Somme des forces en Y

B
2 > F,=—(w-L)+E,+A,=0
E,:=root (—(w-L- (§)J+ (P1+ (R +ho)) + (Py+ hy) + (P (hy+hy)) + (Py - hy) + (L-E,) , E,,0 kN, 1000 kN) A,=(w-L)—E

S M =—(w-L- (Pye (Bt o)) + (Paeh) & (Pye (b + 1))+ (Pyeho) + (L+E,) =0

)

E,=125.05 kN A,=129.95 kN
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2. Tracer les DEN et DMF

2.1 Séparer en deux actions

2.1.1 Charge uniformément répartie uniquement

4w
L) y v v bV ¥
A E
AxA 7'747;7‘ ’797
—,
Tﬁy TElj1
S [ l
(=)~ : DEN i
1 -RASEN - RF5 YN z
U3, S KM
+\y3
EN
(=)~ DHFE

W
_ v
e e A B
E T
ny Uj1
TAW E\j’l
— L —
S>SMy=—|w-L- ) +(L-E,)=0
L
EyI::w.(E)
B, =127.5 kN

ZFy:Ayl"i_Eyl_(w‘L) =0
A, =(w-L)-E,

A, =127.5 kN

weL?
8

(15 m)=478.125 kN -m

Mma:rl (L) =

M

mazxl
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2.1.2 Forces horizontales uniguement

L‘\
e e B 5 o [
p Bz ( '\(’ Qiz
ﬁ<p| - C4P3 <_“-E_BX1 FS - = | T «—— (X2 7‘{_13%1:}
o B (U2
,pzmﬂ ¢ %
P?_ ‘P_L" Q_I el <—P|+
' e
::A t;; Axz A
AX""_’ l TAlﬂ'L ‘LEljz
Tﬂ\\j'-'- Eljl
ZMAz(Pl'<h1+h2>>+<P2'h2>+<P3'<h1+h2>>+<P4'h/2>+<L'Ey>=0
1+, l Ty = E =100t ((Py+ (hy +hy)) + (Pyeho) + Py (hy +hy)) + (Pyhy) — (L Eyp) , Eyp,0 kN, 1000 kN)
el i DEN i Cpi=E,,=2.45 kN
| %] —2 uskN 25 en Lo
-2 KM —iod tNm Ap=Ey, Ap=P+Py+P3+P, Byi=Ayn—P—P,
Byy=A,=2.45 kN A,,=13.8 kN C,,:=B,,=7.8 kN
-ot,o KNm
DHE
Calcul de v(x) et M(x) branche AB Calcul de v(x) et M(x) branche BC
S M, = —P,+hy + M, =0 Coupe al: Coupe a2 : Coupe bl :
2= Ly =
MCQ::P4°h1 ZFyz_AaQ_Val(m):O ZFyz_Aa:2+P2_Va2($)=O ZFysz2_Vb1(x)=o
Vo (z):=—Ag Voo () :=—Ag+ Py Vi () =By
M_.=10.4 KN -m T T T
M, (z):= f Vo (2) da M,y ()= f Vo () de+ My, () My, (2)= f Vi (2) dz+M,, (hy)
0 0 0
My, (b)) =—27.6 kN -m M, (hy) =—47.2 kN -m My, (L)=-10.4 kN -m
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2.1.3 Charge unitaire horizontale en C (u,.)

2.1.4 Charge unitaire verticale en C1( V)

!

- )
1 - = «—1 = C
; : ’ ol
A i -2 aS
Tﬂgb leljg, TEqu-
—-— ||
fl—ﬁ \L “TKN ; -Tl) |
<t fil pEN (n) <te)- DEN (19) | ]
2 |-oa 13] 083 ¢n _aan |11
1+,
(1)~ DHFE (M)
Ey4 =1 k:N-m

> My3=1EkN-(h+hy)—L-E ;=0

By (hi+hy)

1 kN -

D Mpy=Ag- <h1 + hz) +Mp3=0

Mpz:=—A,3- <h1 + h2>

MB3:_4 kN'm

2.1.5 Moment unitaire C (©,)

C&y KNM

B
A E
s EoR
Tﬂgs iEljS
= t
(=)~ * DEN (ns) |}
18- 0,007 XN %0063 KN
[ KNm
//mb’
EX
<0~ DHE  (1ms)

> Mys=—E,+(L)+1 kN-m=0

Ey5 :

_1kN-m
L
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Déformée des structures isostatiques - Méthode de la charge unité

2.1.8 Moment unitaire en B (©),)

2.1.6 Charge unitaire horizontale en B () 2.1.7 Charge unitaire verticale en B (v;,)

i)
14 T= - - -

A
Axof7 ni% b
ji; — 1 KN ji) h
ey i g
(@)~ ! 1 =)~ |l (=1~ i l
i DEN (Nn4) | i DEN (Nns) l DEN (Ng) |3
A1 Jpl-oavos | |oaen A1 T oot e 006 km [30
L 1_) | KN
+, -4 KNm + +Vy 3
(=)~ (1)~
VIl PHF (Ms) ( DHF (Mb)
A bl
Ayl BN A 1 k:N-ng+h2> A1 kN By 1 kzz.m
E,5:=A,=0.2T kN Ays:=E,s=0.067 kN
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2.1.9 Charge unitaire horizontale en E (u,) 2.1.10 Moment unitaire en E (@e)
1% 19
B C B ¢
Ax9 | A £ E
— 1N A
A ol o \ 53'7 Tl
Tﬁgﬂ) 15310
ER ER
— e — : 32 1? 3% . l‘f
-1k 3
(=)~ <m0~ || p
DEN () DEN (ns)
ﬁ ﬁ |- 0061 kN 0061 kN ||

by e

T.
N
=]
N
)
h £

1kN-m
L

Ele =
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3. Calcul du déplacement horizontal du point C (wu,)
ml 'M nl 'N
U, = dx+ dx
E-.I AE

% ((0-17)+(3-14)+(7-15)+(8-16)+(9-14)+(10-0))+ﬁ ((1-12)+(0-11)+(2:13) +(4-12)+(5-11) +(6-13))

g
I

C

g ((%-Lad)-i—(%-@ ac+ad+2 bd+bc))+(%oLbd)+(%b-(C+2 d)))+ﬁ ((crecos L)+ (crecys L) +(ciocyr L) + (ci v ca+ L) + (¢ ¢y L))

Uy = %-15-478.125-—4 + %-((2-—27.6-—2)+(—27.6-—4)+(2-—47.2-—4)+(—47.2-—2)) J| kN -m® J

¢ EI

1 15.-—-4

—-2-—27.6-—2)+(
3

+ -(—10.4+(2-—47.2)))

L ((4--127.5.-0.27) +(4-—127.5-0.27) + (4. —2.45-—0.27) + (15 —7.8 - —1) + (4-2.45.0.27)) kN -m

AFE

u.=—0.039 m * Le signe négatif signifie que le déplacement sera dans le sens opposé a I'hypothése faite en 2.1.3 qui était
vers la gauche. Alors le déplacement sera vers la droite.

u.=—38.65 mm
Puisque le sens de déplacement est contre-intuitif, vérifions indépendamment I'effet de la charge répartie et

des forces P. L'addition des deux déplacements devrait nous donner le méme résultat.

3.1 Calcul du déplacement horizontal du point C avec charge répartie uniquement (u,,)
ml 'M nl 'N
U = dx+ dx
E-1 AFE

1
I

Upp = ((0-17)+(3-14))+ﬁ ((1-12)+(0-11)+(2-13))

1 1 1
Uer =—— (E.Lad)—'_ﬁ ((creca L)+ (c1+co0 L))
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Ugy = e |+ 15+478.125 - —4| KN -m® + —— ((4--127.5--0.27) +(4-—127.5-0.27)) kN -m
EI \3 AE
Uu,=—0.04m

U, =—44.82 mm
3.2 Calcul du déplacement horizontal du point C avec force P uniqguement (u,.)
ml 'M nl 'N
Upg = dx+ dx
E-1 AFE

((7-15)+(8-16)+(9-14)+(10-0))+ﬁ ((4-12)+(5-11)+(6-13))

((%-(2 ac+ad+2 bd+bc))+(%-Lbd)+(%b-(c+2 d)))+ﬁ ((creca L) +(cr+cos L) + (¢ ¢y L))

15.-—4
+

U = e ((%-((2-—27.6-—2)+(—27.6-—4)+(2-—47.2-—4)+(—47.2-—2))

i-z-—27.6-—2)+
3

-(—10.4+(2- _47.2)))) kN -m?® J

+ﬁ ((4--2.45.-0.27) +(15- 7.8+ —1) 4+ (4+2.45.0.27)) kN -m

u02 = 0.01 m

U =6.18 mm

3.4 Somme des déplacements (u,)
Le résultat est bien le méme qui celui trouvé a I'étape 3.1. La charge uniformément répartie engendre un
Uy = Uy + Uy =—38.65 mm déplacement beaucoup plus important que les forces P. Alors, le déplacement global ne suit pas le sens
des forces P, mais de celui de la charge répartie.
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4. Calcul du déplacement vertical du point C (v,)

m2'M n2'N
dx+ z dx

E-1

S
o
Il
—

0= ((3:0)+(7+0) + (8+0)+(9:0) + (10-0))+ ——— ((1+0) + (2+17)+ (4-0) +(5-0) + (6-17))

UC:% (0)+ﬁ <<cl-c2oL>+<cl-02-L>>

1 1
i=—(0) kN-m® +— ((-127.5-—1-4)+(2.45-—1-4)) kN -
ve=— (0) kN-m’” +—— (( )+( )) kN -m

c

v,=0.00003 m *Le déplacement vertical est presque nul. Il y a uniqguement I'effort axial qui influence le résultat, et
ce, tres faiblement. Alors, il serait juste de négliger ce déplacement.

v,=0.03 mm

5. Calcul de la rotation au point C (©,)
m3'M n3'N
O,.= dz+ da
E-1 A-E

@c=% ((3.20)+(7-0)+(8-0)+(9-20)+(10-0))+ﬁ ((1-18)+(2-19)+(4:18)+(5-0)+(6-19))
1

@;E ((%-Lad)+(%b-(c+2 d)))+ﬁ ((crecae L)+ (c1+co0 L))

15-1

0= ((1-15-478.125-1 + T-(—10.4+(2-—47.2)))) d

“"2.13.10° \|3

+;7 ((4--127.5--0.067) +(4-—127.5:0.067) + (4+ —2.45 - —0.067) + (4 - 2.45-0.067))
1.6-10

©,=0.01 rad ©,.=0.57 deg *La rotation se produit dans le sens antihoraire.
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6. Calcul du déplacement horizontal du point B ()

m4'M TL4-N
Uy = o1 dx+ A E dx

ub=L ((0-24)+(3-27)+(7-25)+(8-26)+(9-27)+(10-0))+ﬁ ((1-21)+(0-22)+(2:23) +(4-21)+(4:22) +(6-23))

+ %(2 ac+ad+2 bd—l—bc) + %-Lbd)+(%b-(c+2 d) )+ﬁ <<cl-c2-L>—|—<cl-c2-L>+(cl-czoL>+<cloc2-L>+<cl-c2-L>>

%-15-478.125-—4 + %-((2-—27.6-—2)+(—27.6-—4)+(2-—47.2-—4)+(—47.2-—2)) I kN-m® J

%.2-—27.6-—2) +(15;5_4 -(—10-4+(2‘—47-2)))

+

L ((4--127.5.-0.27) +(4--127.5-0.27) +(4- —2.45-—0.27) + (15 —7.8-1) +(4-2.45-0.27)) kN -m

AE

+

u,=—0.04 m * 1l y a 0.01 mm de différence entre le déplacement horizontal du point B et du point C. Il s'agit du petit effort axial
de 1kN de sens opposés qui influence ce résultat (voir les DEN 11 et 22). Considérant cette infime différence, il est

u,=—38.66 mm possible d'affirmer que le déplacement horizontal de B et C sont égaux. Le déplacement sera vers la droite.

7. Calcul du déplacement vertical du point B (v,)
m5'M n5-N
vy = dx+ dx
E.1 A-FE

v,,=EL. ((3-0)+(7-0)+(8-0)+(9-0)+(10-0))+ﬁ ((1-28)+(2-0)+(4-28)+(5-0)+(6-0))

~

Ub:ﬁ (0)+ﬁ ((crecar L)+ (c1+cy+ L))
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1 1
=— (0) kN -m® +— ((—-127.5-—1-4)+(-0.27--1-4)) kN -m
vyi=— (0) = )+( )
v, =0.00003 m * Le déplacement vertical du point B est égal a celui du point C. Il est aussi possible de négliger puisque sa

valeur est trés faible.
v,=0.03 mm

8. Calcul de la rotation au point B (©,)

m6'M ’l’l,6-N
0,= dz+ dz
E-1 A-E

@b=ﬁ ((3-31)+(7-0)+(8-0)+(9-31)+(10-0))+ﬁ ((1-29)+(2-30)+(4-29)+(5-0)+(6-30))

1 1 Lb 1
@bzﬁ ((E-Lad)—lr(?-(chZ d)))—i—ﬁ ((CI-CQ-L>+(c1oc2-L))
@b::; ((i.15-478.125-1 + L'1-(—10.4+(2-—47.2)))) d

2.13.10° \\3 6

;7 ((-127.5:0.067-4) +(—127.5-—0.067+4) +(—2.45+0.067 - 4) +(2.45 - —0.067 - 4))

1.6-10
©,=0.01 rad
©,=0.57 deg * La rotation du point B est égale a celle du point C La rotation se produit dans le sens horaire

9. Calcul du déplacement horizontal du point E (u, )

m7'M TL7'N
U, = dx+ dz
E-1 A-E
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g
1]
.‘H

((0-33)+(3-36)+(7-34)+(8-35)+(9-36)+(10-42))+ﬁ ((1-0)+(0-32)+(2-0)+(4:0)+(5-32)+(6-0))

=
~

U= — (@-Lac)Jr(%-@ ac+ad+2 bd+bc))+(%-Lbd)+(%b-(c+2 d))+(%d-(a+2 b)))+A1E (ci+coe L)

E-1

e::% 2 15.478.125.—4] + %-((2-—27.6-—2)+(—27.6-—4)+(2-—47.2-—4)+(—47.2-—2)))A kN-m3+ﬁ(4-—7.8-—1)kN-m
+ %-2-—27.6-—2 + 15;3_4 -(—10.4+(2-—47.2)))+(¥-(—.2+2-—4))
u,=—0.08 m

u,=—83.35 mm  * Le déplacement sera vers la droite.

10. Calcul de la rotation au point E (©,)
m8'M TLS-N
0,= dz+ dx
E-1 A-E

((3-40)+(7-0)+(8-0)+(9-40)+(10-41))+ﬁ ((1-38)+(2-39)+(4-38)+(5-0)+(6-39))

@
I
7|~

t
~

+

2 (2 a) %-Lac))+ﬁ<<cl-02-L>+(01-02-L>+<cl-c2-L>+<cl-CQ-L>>

+

o, 1 l-Lad
E.-T \\3

15-1

! — (—-10.4+(2--47.2))

@ezz% ((3-15-478.125-1
2.13-10
! — ((~127.5-~0.067-4) +(~127.5-0.067+4) +(~2.45+~0.067 - 4) +(2.45-0.067 - 4))
1.6-10

+

+ %-2—10.4-1))J

+

©,=0.01 rad ©,=0.57 deg * La rotation du point E est égale a celle du point B et C.
La rotation se produit dans le sens antihoraire.
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10. Déformée globale .
INTEGRALES DE MOHR

htd st
L

I | s | -l |am

1 1 Lh ]
m{m;. 3 EIH "ﬁ—{c"l‘zlﬂ ;ux
L
1 | La =~ |
'[E[EEDIL 'iLdi.' = Lad Tﬂc+ﬂ =Lae
'm]]]ImIa %ta-l-b}c %{d+ ) %{Iﬂt+nd %“(q +5
L + 2bd + be)
rbole |
b te | f | Hera | e

11. Discussion
Est-ce que la méthode de la double intégration ou des moments des aires aurait été appropriée pour ce numéro ?

Les résultats montrent que le déplacement horizontal et la rotation de B et C sont égaux. Alors, il aurait été intéressant d'utiliser une de ces deux
méthodes en supposant dés le départ que u,=u, et ©,=6, .

La double intégration et le moment des aires ne considerent pas I'effet des charges axiales dans le calcul des déplacements. Dans ce probleme,
les efforts axiaux ont trés peu influencés les résultats et pourraient étre considérés comme nuls. C'est pour cette raison que le déplacement
vertical du point B et C sont pratiquement égal a zéro. L'hypothése de départv, =v,=0 pourrait étre utilisée.

Finalement, il serait intéressant de réaliser ce probleme par les deux autres méthodes afin de comparer les résultats.
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